3. Raspunsul la impulsul Dirac
3.1. Definitie

0, t#£0 +»
Se aplica imp. Dirac: u(t):d(t):{ , jd(t)dt:l, (3.1)
‘u(t) _ d (t) +OO, t = 0 —00
sistemului: Y(s) = G(s)U(s). (1.12)
S _t U((s)=L{dt)} =1 (3.2)
, Y(O=9(t)

Raspunsul este: Y(s) = G(s). (3.3)

. GO=SA9b} 9)=L"{G}. (3.4)

0 —
Fig.I1.33 y(t) = 9(t) (3.5)
Definitia 1
Raspunsul (3.5) se numeste raspunsul la impulsul Dirac. m
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3.2. Proprietati
a. Raspunsul la implusul Dirac are proprietatea:

gi) =0, t<O. REPAUS (3.6)
x>

Principiul cauzalitatii: cauza nula produce efectul nul.
Intr-adevar, u(t) = d(t) =0 (t <0) implica (3.6).

u(t) = d (t)
REPAUS ot
ol
y()=9(t)
Fig.1.33
I?EPAUS t
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b. Raspunsul la impulsul Dirac este solutia ecuatiei diferentiale:
a,D"g(t) +a, D" gt) +...+a,Dyg(t) + a,0() =
=b, D™(t) +b,, ,D™{) +...+b,Dd() + bd(t), t e R. (3.7)
Se aplica transformarea Laplace:

@s"+a, ST+ ... +asta)3d9=0,s™b,, S .. +bs+b)l. (3.8)

m m-1
bnfsn*bmSH -+ rezults ¢ (3.8) este adevirat.
+a, ST

Cu gy-=

In general, g(t) este o distributie sau o functie generalizat.
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c. Pentru t >0, g(t) este o functie continud, solutie a ecuatiei:
a.g"t)+a, 0" (t)+...+a0 ) +a,0t) =0, t>0.  (3.9)
Intr-adevar, pentrut>0 si d(t) =0, In ecuatia:
a,D"gt) +a, D" gt) +...+a,Dyg(t) + a,0t) =
=b,D™ () + b, ,D™dE) +...+b,Dd(E) + bd(t), t € R,(3.7)

derivatele generalizate se inlocuiesc cu derivatele obisnuite.

Se obtine imediat (3.9).
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d. Pt. m<n-1, g(t) are cel mult o discontinuitate de speta |
la stdnga lui t = 0 si este continua in rest.

Pentru t # 0, de la a si ¢ rezulta ca g(t) este continua.

b,s"+b,, ™ +...+hy

Pt. msn-1, =
@ as'"+a, S"t+...+aq,

,este strict proprie.

g(t) nu contine impulsul Dirac si derivatele sale (v. f).

Valorile g®¥(+0), k= 0,n-1, se obtin cu t. valorii initiale.
Pentru m=n-1rezulta:

n-1
by S +... 40y _ bn_l'
as'+...+a, &,
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90 = 9(+0 =1img@) =1ims&g =1ims
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g™ 340 =limg" )=l imd GG 90" (08" -... 2]
t—0 S

g(+0) — b;;l i -1 i 0 i 0
! bn—2 an-_1 l !
g'(+0) - a e : =l : 0
g0 = | |
20 o | 2 8 Ay L —1
GO %% !
by LA &y ang
an an an an

by1# 0= g(-0) # 9(0) = g(+0); b, ,= 0= g(-0) = g(0) = g(+0) = 0.
g(+0), g'(+0),..., g™ D(+0) sunt cond. initiale ale ec. dif. (3.9).
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Exemplul 3.1
s+3

Sa se determine g(t) pentru G(S)=———.
90 p (s) s*+3s+2

g"(t) + 3g'(t) + 29() =0, t>0;
$+3s+2=0, cu p;=-2, p=-L1.
Solutia generala este: g(t) =C,e?+ C,et, t>0.

1 —
Din g'(+0) = : .

‘ = 0 se obtine si g(0) = g(+0) = 1.

P 07 . [t5 g(+0)= C1+C2:1
=+ '

entru t in g(t) si g(t) rezulta { g(+0)=-2C,-C,=0

C,=-1,C,=2 si

g(t)=(—e 2 +2e)s(t). m
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e. Pentru m<n-1, g(t) se calculeaza si cu t. dezvoltarii.
Fie p, izﬁ, polii distincti, de multiplicitate q; > 1,
ai lui G(s), cu Z:qi =N

Raspunsul la impulsul Dirac, g(t), se calculeaza cu:

r

9()—22 — L 9 ePls (1), (3.10)
i=1 j= 1(q| )
1 |dit 4 L
K; ‘W{ SREL G G(S)]LQ i=1r,j=1g. (3.11)
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f. Pentru m>n, g(t) este o functie generalizata.

Ea contine impulsul Dirac si derivatele sale pana la ordinul

m-n inclusiv.

Facand impartirea dintre polinoamele lui G(s) rezulta:

be™+... 4y bt s+ + 5
GO = T — =Cp S +"'+C°+—ais”+...+ao' (3.12)
1
_ -1
GY9 = as +a0 g't) = £ H{GY9). (3.14)
gt) =c,, ,D™dE) +...+cd) + g't). (3.13)

Gl(s) satisface d si e. g(t) se calculeaza cu (3.10), (3.11).
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Exemplul 3.3

Pentru G(s) = s°+ 45 +65+5  gx se determine g(t).

S?+35+2
Se scrie:
G(s)—s +4s +6s+5_g,q,__S+3
s2+35+2 s2+ 3+ 2

Cu rezultatul de la exemplul 3.1 se scrie:
g't) =(-e*+2=)s ) = LG9}
In final se obtine:

G(s) = 's 1 L:g’
© " T SZias+2

gt) = DA(t) +d(t) + (e *+2e)s (). =
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g. Raspunsul la impulsul Dirac are proprietatea:

tIim g(t)=0 (3.15) U G(s) are toti polii situati in {Res< 0}.

at) = Zz(q _tqn idPd t > 0. (3.10)

i=1j=1 y(t)=9(t)
REGIMUL
(3.15) are loc U 1in (3.10) ) TRANZITORIU
REPAUS ¢
i=1r ol REPAUS
Fig.I.33

* Cf. (3.15) sistemul revine asimptotic la repaus .
* Trecerea de la o stare de repaus (t<0) la cealalta (t = +)

se face prin regimul tranzitoriu (fig. 11.33).
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3.3. Produsul de convolutie
Y(s) = G(9)U(s)

£
Teorema Borel
L1

) =@+ s 0 =], 9t ~q)u@das =], ge)ut ~q)das ). (3.16)
u(q) gt

0 -

produsul
de convolutie

o(t-a) u(q)

Fig.l.34
Transferul (3.16)
q
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* y(t) nu depinde numai de produsul Fig.11.34

u(a) g(t-9)
ot —a)u@). (@)
ci de integrala sa pt. q¢[0, t]. Y
* y(t) cumuleaza efectele cauzate de
u(@), 9<[0, ],
in procesului pe [0, 1] . 0 tq q=t
Efectele sunt actualizate selectiv, respectiv sunt ponderate
de g(t-q), qe[0, t], fig. 11.34.
» Sistemul dinamic are o a actiunilor lui u(q), qe[0, t],

pe parcursul “istoriei”| transferului intrare-iesire.
» Raspunsul la imp. Dirac se mai numeste si functia pondere.
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Exemplul 3.4
Fie gt)=Dd)+dt)+(-e*+2e™")s () obtinut la exemplul 3.3.

Sa se determine y(t) pentru u(t) = eo (t).
Cu g(t) cunoscut si folosind (3.16) se scrie:
y(t)=(g * u) ©)s (t)=(Dd = u) ())s () +d * u) ©s () +

+(—f;e‘2““”e' %dq + 2f ;e%t“”e' qdq)s t) =

=Du(t)+u(t)+[—i(e' t—e*2‘)+i(e' t—et)}s ®=

| +2 | +1
_ 1 a2\, P4 %48 45
_ol(t)+(I e Ze )s(t)T IO
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4. Raspunsul indicial

4.1. Definitie 0t<0

Se aplica treapta unitard : u(t)=s (t)=f;d((1)dq:{l 50 (4.1)
sistemului: Y(S) = G(U(S). (1.12) U (9)=F{s (t)}:%.(4.2)

uH=s@ ] .
1 Raspunsul este: Y(Q:H(s)zéca(s), (4.3)
0 t L

YO =h) F9- 135 HE=S{h®)}, hO=S"{H(@}. (4.4)
hr= /XA — y0=ho=([,0@)xa)s®. @5
0 t g(t) = Dht). (4.6)

Definitia 1

Raspunsul (4.5) se numeste raspunsul indicial.
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4.2. Proprietati
a. Raspunsul indicial are proprietatea:

h(t) =0 t < 0. REPAUS (4.7)
- ==

Principiul cauzalitatii: cauza nula produce efectul nul.
Intr-adevar, u(t) =s (t) =0 (t <0) implica (4.7).

ut)=s(t)
1
REPAUS t
0
y(t)=h(t)
h E--/--\- Ao
Fig. 11.35
REPAUS t
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b. Raspunsul indicial este solutia ecuatiei diferentiale:
a,D"nt)+a, ,D"ht)+....+a,Dh(t)+ah(t)=
=b,D"s ) +b,, ,D™S ) +..... +bDs (t)+bs (t), teR. (4.8)

Se aplica transformarea Laplace:

@s"+a, 8"+ ... tastagH©= 0, +b, S+ ... +hsthy) ;sL (4.9)

rezulta ca (4.9) este adevarata.

In general h(t) este o distributie sau o functie generalizata.
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c. Pt. t > 0, h(t) este continua, solutie a ecuatiei diferentiale:
ahOt)+a, hO30)+...+ah' {t)+aht)=b, t>0. (4.10)
Pentru t > 0 rezulta:
s(t)=1 D% @t)=s ¥t)=0, k=1m (4.11)
inlocuind (4.11) in
a,D"ht)+a, ;D" h{t)+...+a,Dh(t)+ ah(t)=

=b, D" t)+b, ;D™ s )+...+bDs t)+bs (t), teR. (4.8)

si trecand la derivatele obisnuite se obtine (4.10).

M. Voicu, 1A (Il) C4 (31) 19

d. In cazul m< n, h(t) are cel mult o discontinuitate de
speta | la stanga punctului t = 0 si este continua n rest.
Pentru t #0, h(t) este continua.

Pentru m<n, H(s) este strict proprie.

h(t) nu contine impulsul Dirac si derivatele sale (v. f).
h(®(+0), k= On—1, se obtin cu teorema valorii initiale.
Pentru m= n rezulta:

0 =0 = ) = L msH(S =g is =

. . bs"+b, s"t+...+by, b
=1imG(9) = lim——"L_— 0 — 0,
S0 s>e@s +a,;S +...+3q; a,
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h(+0) = limh(® = lims[sH(9 - h(+0)] =
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h®3E0=limh®2)=limg s"HE-h+Qs™*-h'(+0s™*-...-h3(g) |
t—0 =2

b, | | |
h+0) = |z | -1 1 0 1 0
| | |
b a | |
h+0) —» ==t -2 | -1 I 0
(+0) a, a, | |
hO-Y+0) = | : : :
b a a |
(n-2) Z2 _22 _ 23 _
h-2(+0) — 5 2, a, : 1
ﬁ ,ﬂ 78.2 7an—1
an an an an

b,# 0=>h(-0) = h(0) = h(+0); b,=0= h(-0) = h(0) = h(+0) = 0.
h(+0), h'(+0),..., h®™1(+0) sunt cond. initiale ale ec. dif. (4.10).
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Exemplul 4.1
s+3

Sa se determine h(t) pentru G(S)=————.
$?+3s+2

h'(t) + 3h'(t) + 2h(t) = 3, t>0;
32 + 3S+ 2= O, Ccu p1: —2, p2: -1.

Solutia generald este: h(t) = C,e?+ C,et+ 3/2, t>0.

0
Din WG@=1

j =1 se obtine si h(0) =h(+0) =0.

Pt. t=+0 in h(t) si h'(t) =-2C,e?- C,et rezulta:

{ h(+0)= C,+C,+3/2=0,
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Din sistemul de ecuatii se obtin: C,=1/2,C,=-2 si
h@) = (%e‘” _oet %)s .
Folosind relatia g(t)=Dh(t) (4.6) se obtine:
g@:%@a@ﬂ—%4mﬂsm+@eﬂ—m*+%ao
— (e 2 +e)s () + (% _24 %)d(t) — (-e 2+ 26 )5 ).
Rezultatul coincide cu acela de la exemplul 3.1.

Similar, cu relatia: h(t):(j:) a@ )dq)s () (4.5) se obtine:
h(t) = U;(—e‘2t +2e7) dq}s () = (% e‘zt‘; - 2e‘t‘t0)s () =

= (:—ZLe‘2t -2t +g)s ¢. =
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e. Pentru m<n, h(t) se calculeaza cu teorema dezvoltarii.
G(s) are urmatoarele categorii de polii:
p#0, i= 1r, distincti, de multiplicitate g, > 1,

Py = 0, de multiplicitate a > 0.
Total poli: ;.0 +a =n.

H(9 :lG(g are polii lui G(s) si un pol suplimentar in s=0.

axt_ My, M;
ht)= (ZJ 11(a J+J)' ity Zflzj - J tq' Jep'js(t) (4.12)

g
pentru a +1 poI| ins= O, pentru n-a poliin s#0.
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Coeficientii au urmatoarele expresii:

MOj (J 1])'{dSJ 1[33(5@]}{ ) J =1,617+1. (4-13)
M- igidalenrtas]| i-ini-ia @1
. .

Caz particular. Pentru a =0 se obtine:

Mgy = G(0) = 2—2, ay # 0. (4.15)
h(t) = ( +y > T (q ) N _t4-lgP )s (t). (4.16)
M. Voicu, 1A (1) C4 (31) 26
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f. Pentru m>n+1, h(t) este o functie generalizata.
Ea contine impulsul Dirac si derivatele sale pana la ordinul
m-—n - 1inclusiv.

Facand impartirea dintre polinoamele lui H(s) rezulta:

_1b s+l M fﬁs”+...+6§ 417
H( _sans“+...+a0_d"*HS +"'+d°+s(ans”+...+ao)’(' )

HY9 = bys"+...+bg ) = L LHHYS). (4.19)

s@s"+...+ay’

ht)=d, . D™ M) +...+dgd@t) + h’t). (4.18)

H(s) satisface d si e. hl(t) se calculeaza cu (4.12)—(4.14).
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Exemplul 4.3

Pentru G(s = 53+2452 +65+5 (e laex. 3.3 se determine h(t).
S°+ 35+ 2

Conform cu (4.17) se scrie:

1 1s®+4s?+65+5 s?+4s+5
H(9 ==G(g) == =1 ,
© s S S s%2+35+2 +S(SZ+3S+2)
H(g =1+ 2 L 2

25 As+9) s+l
he) =d® +3s 0 + (36 - 22)s 0.
Folosind relatia g(t)=Dh(t) (4.6) se obtine ca la ex. 3.3:
g(t):Dh(t):Dd(t)+gDs(t)+(% De‘2t—2De“)s (t)+(%e‘2t—2e“)Ds(t)=

=Dd(t) +dt) +(-e*+2&)s (). = 1-2--3
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g. Raspunsul indicial are proprietatea:

Mlh(t):%; 4.22) O G(s) are toti polii situati in {Res< 0}.

G(s) are urmatoarele categorii de polii:
p#0, i = Lr, distincti, de multiplicitate ¢, > 1;
po = 0, de multiplicitate a > 0. Total poli: Y, ,0,+a =n.

H(9 :%G(s) are polii lui G(s) si un pol suplimentar in s=0.

Cu teorema dezvoltarii s-a obtinut:

M, M.
oz S DI

tjs ®. (4.12)

(4.22) are loc U n (4.12) E] 0 si Rep)<0,i=1r.
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in cazul
(4.22) are loc U in (4.12) [@)=0 si Rep)<0,i=1r.
he) =[ + i ,).tq' e Js ®- (4.16)

y(t)=h(t)

h =valoarea de 0 fpecbe: é‘?i%hcqﬁl/iR
(regim stationar) [REGIMUL]
[REPAUS| / [TRANZITORIU] t  Fig.1.35

Trecerea de la[repaus|(t < 0) la[regimul stationar|(t = +x)

se face prin regimul tranzitoriul
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4.3. Integrala Duhamel

Conform relatiei (4.6) se poate scrie:
g(t) = Dh(t) = (h*Dd)(t)s (t). (4.23)
Cu (4.23) produsul de convolutie y({t)=(g*u)({t)s() devine:
y@®) = ((h*Dd) *u) @) @) = ((h*u) * Dd) () (©). (4.24)

¥ = DI(h* WO O = D([;hE -Du@da)s O -

_ D(j;h(q)u(t —q)dq)s . (4.25)

dh(t —0)

yO= dtf ht-q)u@)dq= h(+0)U(t)+f u@adq, t>0. (4.26)
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